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Résumé– Cetarticle introduit uneversionà fenêtreglissantedel’algorithmeAPI, qui effectuele suivi de l’espacedominantd’uneséquence
devecteurs.Cetalgorithmeestdérivé dela méthodedespuissancesitérées,et reposesuruneapproximationmoinsrestrictive quecelleconnue
sousle nom d’approximationpar projection. Il garantitl’orthonormalitéde la matricegénéréeà chaqueitération,et satisfait unepropriétéde
convergenceglobaleet exponentielle.De plus,il atteintdemeilleuresperformancesquela plupartdesalgorithmesdesuivi d’espacedominant
voisins de la méthodedespuissancesitérées,tels que PAST, NIC, NP3 et OPAST, tout en ayant la mêmecomplexité algorithmique.Nos
simulationsnumériquesontmontrél’intérêt del’utilisation d’unefenêtreglissante: l’algorithmeréagitbeaucoupplusrapidementàdebrusques
variationsdu signal.

Abstract – This paperintroducesa sliding window versionof theAPI subspacetracker. This algorithmis derived from thepower iterations
method,and relies on an approximationlessrestrictive than the well known projection approximation. It guaranteesthe orthonormalityof
the subspaceweightingmatrix at eachiteration,andsatisfiesa global andexponentialconvergenceproperty. Moreover, it outperformsmany
subspacetrackersrelatedto the power method,suchasPAST, NIC, NP3 andOPAST, while having the samecomputationalcomplexity. Our
numericalsimulationshave shown theinterestof usinga sliding window: thealgorithmoffersa muchfastertrackingresponseto abruptsignal
variations.

1 Intr oduction

Lestechniquesdesuivi d’espacedominantont étéprincipa-
lementétudiéesdansles domainesdu filtrage adaptatif,de la
localisationdesources,etplusgénéralementdel’estimationde
paramètres.L’une desméthodesproposéesdansla littérature
consisteà optimiserune fonction de coût de façonitérative.
C’est le casdesalgorithmesPAST [1] et NIC [2]. Dans[3], il
a étédémontréquecesalgorithmesdesuivi peuventaussiêtre
dérivésà partir de la méthodedespuissancesitérées[4]. Plu-
sieursimplémentationsdecetteméthode,reposantsurdesfac-
torisationsQR,ont étéproposéesdans[5]. Ainsi, l’algorithme
Loraf2 s’avèrestableet robuste,maispossèdeunecomplexité
algorithmiquesupérieureàcelledePAST etNIC ; inversement
l’algorithmeLoraf3possèdela mêmecomplexité, maisauprix
d’une dégradationdesperformances.Une autre implémenta-
tion rapidede la méthodedespuissancesitérées,l’algorithme
NP3 reposantsur desmisesà jour de rang 1, a été présenté
dans[3], mais cet algorithmes’avère instabledansde nom-
breuxcas.Une dernièreimplémentation,baptiséeOPAST car
conçuecommeune versionorthonormaliséede PAST, a été
proposéedans[6], et fournit demeilleursrésultatsquePAST,
NIC et NP3.Plusrécemment,nousavonsprésentéun nouvel
algorithmebasésurla méthodedespuissancesitéréesquenous
avonsbaptiséAPI [7], et qui présentela mêmecomplexité al-
gorithmiquequePAST, NIC, NP3et OPAST, maisfournit une
estimationplusprécisedel’espacedominant.

Tous les algorithmesmentionnésci-dessusont été conçus
pourunefenêtred’analyseàdécroissanceexponentielle.Enef-
fet, cechoix permetde lisserlesvariationsdu signal,et auto-
riseà chaqueinstantunemiseà jour peucoûteuseentempsde
calcul.En comparaison,lesalgorithmesbaséssurdesfenêtres

glissantessontsouventpluscoûteux,maisoffrent uneréponse
plusrapideàdebrusquesvariationsdusignal[1,8]. Cetarticle
introduit ainsi uneversionà fenêtreglissantede l’algorithme
API. La section2 rappellelesprincipesdebasedela méthode
despuissancesitérées.La section3 introduit l’algorithmeAPI
à fenêtreglissante(SW-API), dontuneimplémentationrapide
(SW-FAPI) est proposéedansla section4. Enfin, les perfor-
mancesde cetteméthodesont testéesdansla section5, et la
section6 résumelesprincipauxrésultats.

2 Méthodedespuissancesitérées

Soit
���������
	�����

uneséquencede vecteurscomplexesde di-
mension� , dont la matricede covariance����� ����� estestimée
surunefenêtreglissantedelongueur� :

� ��� �������
�

��� ����� � � �!��"��#�!�$"��&%(' (1)

Cettematricepeutêtremiseà jour selonla récurrence

� ��� �����)� � ��� �$��*,+-�/.0�!�$���1�!�$���&%2*3���$��* � �#�!�$��* � �&%(' (2)

La méthodedespuissancesitérées[3] effectuela poursuite
de l’espacedominant1 de dimension4657� engendrépar la
matrice �,��� �$��� . À chaqueinstant,elle détermineunebasede
cetespace,sousla formed’unematrice 8 �$���

orthonorméede
dimension�:9�4 . Le calcul de 8 �����

comprenduneétapede
compressiondesdonnées(3) etuneétaped’orthonormalisation
dela matricecompressée(4):

1. L’espacedominantdedimension; engendrépar la matricehermitienne
positive <>=?=1@�A
B estl’espaceengendrépar les ; vecteurspropresde <>=?=1@CA
B
associésaux ; plusgrandesvaleurspropres.



�,��D �����)� �E��� �$��� 8 ���F*G+-�
(3)8 �$���#HI�����)� � ��D ������' (4)

L’étaped’orthonormalisationfait intervenirunematrice
HJ�$���

,
qui peut être vue commeune racinecarréede matrice2. En
effet, l’orthonormalitéde 8 �$���

est équivalenteà la relationHJ�$��� % HK�$���!�MLN�$���
, où

LN�$��� O ����D �$��� % �E��D �$��� . Il apparaît
ainsi que

H2����� %
estuneracinecarréede

LP�����
, définieà une

transformationunitaireprès.Onpeutparexemplechoisir
HK�$���

triangulaire[5], ouhermitienne[3].
La multiplication dansl’étape(3) comporteQ � �SRT4 � opéra-

tions,et l’orthonormalisationnécessiteQ � �U4 R � opérations.En
raisonde soncoûtélevé, cetalgorithmen’estpasadaptépour
un traitementtempsréel,et nécessited’êtresimplifié.Dansce
but, nousavonsintroduit dans[7] l’approximation(5), moins
restrictive quecelle connuesousle nom d’approximationpar
projection3 [1] :

8 �����)V 8 ���)*W+/�YXZ�����
(5)

où
X2�����UO 8 ����*W+/� % 8 �$���

. La méthodedespuissancesité-
réespeutêtreaccéléréeen introduisantl’approximation(5) à
l’instant

�[*\+
dansl’étape(3). Onobtientainsiunerécurrence

sur la matrice�,��D �$��� , qui permetunemiseà jour rapidede la
factorisation(4) entrelesinstants

�]*�+
et
�
. Cetteapprochesera

développéedansla section3.

3 Algorithme SW-API

Commençonsparétablirla récurrencesurlamatrice�E��D �$��� .
Tout d’abord, l’équation (1) peut être réécritesousla forme�E��� �$���^�`_a�����#_b�$��� %

, où
_b�����cOed ���$�F* � .f+-��g�'T'T'Tg �!�����ih .

Ainsi, l’équation(3)donne�E��D �������K_b�����#jk�$��� %
, où

jW�$���lO
8 �$��*,+-� % _b�$���

. Il s’agitmaintenantd’établirdesrécurrences
sur

_b�$���
et
jG�����

. La premièreestimmédiate:�!�$��* � � _b�$��� � _b���)*W+/� �!����� '
(6)

Enmultipliantà gauchepar 8 ����*W+/� %
, on obtientm ���)* � � jW�$��� � 8 ����*W+/� % _b����*W+/� no�$���

(7)
où m �$��* � �UO 8 ���)*W+/� % �!���F* � � et

no�$���lO 8 ���F*G+-� % �p�����
.

Enappliquantl’approximation(5) à l’instant
�S*K+

à l’équation
(7), on obtientunerécurrencesur

jG�$���
:

m �$�F* � � jG����� V q �$�F*W+/� no�$���
où q �$�F*G+-�UOrXs����*W+/�t%pjk�$��*G+-��'

(8)

La définitionexactede
jW�$���

estalorsremplacéepar

m �$�F* � � jG����� O q �$�F*W+/� no�$���
(9)

2. Si u estunematricehermitiennepositive, on appelleracinecarréedeu toutematrice v demêmedimensionvérifiant l’égalité v^vFwyxsu , et on

note v:x\uNz{ . Ainsi, les racinescarréessontdéfiniesà unetransformation

unitaireprès,et la notationv0z{ peutdésignern’importe laquelled’entreelles.
Par contre,il n’existequ’uneseuleracinecarréede u qui soit elle-mêmeher-
mitiennepositive.

3. Dansle casde[1], |}@�A
B étaitcontraintà êtrela matriceidentité.

oùlevecteurm ���#* � � , définiparla premièrecolonnedumembre
dedroite,estuneapproximationduvecteurm ���)* � � . Leséqua-
tions(6), (8) et (9) impliquentfinalement� ��D ������� � ��D �$�/*~+/��X,����*~+-��.��o�����inp�$��� % *��p���/* � � m ����* � � % '

(10)
Noussouhaitonsà présentutiliser l’équation (10) pour ef-

fectuerunemiseà jour rapidedela factorisation(4). Cecalcul
nécessitel’introductiond’unematriceauxiliaire,notée� �$��� .

Soient� O z ����Uz ,
n �$���lO nc����� m �$�F* � � et

n �����lOno�$��� m ���F* � � . Par ailleurs, on supposeque la matrice� �$��*b+-��O��iHK�$�F*G+-��Xs�$��*W+/��� %
est inversible.La propo-

sition1 introduit unerécurrencesur � �$�F*W+/�UO � �$��*W+/� ���
.

Proposition1 La matrice
� ������O��iHK�$���-X2������� %

de dimen-
sion 4G924 est inversible si et seulementsi la matrice � .n �$��� %�� �����

est inversible, où
� �$���UO � �$��*W+/� n �$��� . Dans ce

cas,soninverse � �����UO � �$��� ���
vérifie� �����)�WXs�����&% �l�o*s� �����#n �����&% � ����*W+/�YXZ����� � % (11)

où
� �$���lO � �$��� � .,n �$��� %�� ����� �S� .

Preuve Ensubstituantl’équation(4) dansl’équation(10)eten
multipliantà gauchepar 8 �$�F*W+/� %

, on obtientX2�$���#HK�$���)� � ���F*G+-� % .Zn ����� � n ����� % ' (12)

Considéronsle lemmed’inversionmatricielle[9, pp.18-19]:

Lemme1 Soit � unematriceinversiblede dimension4Z9P4 .
On définit la matrice � � � .\� ��� de dimension4Z9�4 ,
où lesmatrices

�
, � et � ont respectivementpour dimension4 9)� , ��9)4 et ��9)� . Onsupposedeplusque � estinversible.

Alors � estinversiblesi et seulementsi � ��� . �y� ��� � est
inversible, et danscecas

� �S� � � ��� * � �S� � � ��� . �y� ��� � �S� �y� ��� '
En appliquantle lemme1 à l’équation (12) avec � ���

, on
montrequela matrice

XZ�����#HK�$���
estinversiblesi et seulement

si � .}n ����� %�� �$��� estinversible(cequi fournit unmoyenrapide
de testerl’in versibilité communede

X2�$���
et
HK�$���

). Dansce
cas,onobtient��Xs�$���#HK�$����� ��� � � ���)*k+/� % � � *sn �����#� �$��� %
Cetteéquationinduit finalementla récurrence(11).

Enfin, la proposition2 introduitunerécurrencesur 8 �����
.

Proposition2 Dansle casoù la matrice � .\n ����� %�� �$��� est
inversible, 8 �$���

satisfaitla récurrence8 �$����� 8 ����*W+/�U.Z� �����#� �$���&% X2�����
(13)

où � �$���lOy� �$���U* 8 �$�F*G+-�#n ������'
(14)

Preuve Ensubstituantl’équation(4) dansl’équation(10)eten
multipliantà droitepar

Xs�$���
, onmontreque8 �$��� � �$���t%�� 8 �$�F*W+/� � �$��*W+/�&%6.,� ����� � n �$���t% XZ�����

(15)
où
� �$���3O �!�$��� �!�$�F* � � . En substituantles équations

(12)et (14)dansl’équation(15), on obtient8 �$��� � �$���t%�� 8 ���F*G+-��Xs�$��� � �$���t%:.Z� �$��� � n �$���&%>Xs�$���
'
(16)



TAB
� . 1 – AlgorithmeAPI à fenêtreglissante(SW-API)
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¡C  Ó ¡Cñ�£Y¤ Òôó-Ò)Ñ�ØõÙNÜ�Û � ¨ö ª �$« � í ® ¯ � ì ª �$«)í ð ª �$«�å ð ª �$«Íï ì ª �$«�å�ï � z{ ç ª�è ����÷
«À ª �$« � ö ª �$«�å^í ®1¯ � ì ª �$« ä ª �$«�åæï À ª �]���Í« ö ª �$« � å ç ª ��÷�«¿ ª �$« � í ¿ ª �]�(�&«/� ð ª �$« ì ª �$«�å�ï ö ª �$« ç ªCè � { «º»}ª �$« � ö ª �$«�åãê ª �$« ç ª �C� { «
Or enmultipliant l’équation(12)àgauchepar

� �$��� %
, on a

� n �$��� % �K� �$��� % Xs�$���1HJ������'
(17)

En substituantl’équation (17) dans(16) et en multipliant à
droitepar � ����� % , on obtientfinalement(13).

Puisquela matrice 8 �$��*�+/�
estorthonormale,le vecteur� �����

est orthogonalà 8 �$�F*W+/�
. Par conséquent,l’orthonor-

malitéde 8 �����
, conjuguéeà l’équation(13), setraduitparXs�����-X2�$���t%�� �l�p.,� �$��� � �����&%!� �$��� � �$���t% �S� '

(18)

Ainsi,
Xs�$���

estuneracinecarréeinversede la matricehermi-
tienne

�l�3.k� �$��� � �$��� % � �$��� � ����� %
. Le choix d’une racine

particulièren’affecterapasla performancedusuivi. Le pseudo-
codecompletde l’algorithmeSW-API estdonnédansla table
1. La premièresectionressembleà l’algorithmeSW-PAST, tel
queprésentédansl’article [8]. Sacomplexité est Q � �U4 � , alors
quecelledela secondesectionest Q ��� � . � � 4 R � .

Dansle casparticulieroù la matrice � .fn ����� %!� �$��� n’est
pasinversible, � ����� et 8 �$���

ne peuvent plus êtremis à jour
avecleséquations(11)et(13), maisunesolutionaétéproposée
dans[7]. Enpratique,nousn’avonsjamaisrencontréun tel cas
dansnossimulationsnumériques.

4 Algorithme SW-API rapide

Danscettesection,nousproposonsuneimplémentationra-
pidedel’algorithmeSW-API, baptiséeSW-FAPI, reposantsur
unchoixparticulierdela matrice

Xs�$���
, qui réduitla complexité

globaleà Q ��� � . � � 4 � . Soit ø ����� uneracinecarréedela matrice

TAB. 2 – AlgorithmeSW-API rapide(SW-FAPI)
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� ª �$« � í À ª �æ�(�&« ì ª �$«�� ì ª �$«Yí ë à ª �$«�å ì ª �$«Íï1ï� í ÿ ª �$« � ª �$« �Uz ï å ç ª � { «À ª �$« � À ª �]�(�&«�� ì ª �$« ë à ª �$«½å�� � ª �$« ì ª �$«½å ç ª � { «ð à ª �$« � ð ª �$« � ª �$«�� ¿ ª �]���Í« ì ª �$« ÿ ª �$« ç ªCè �
«¿ ª �$« � ¿ ª �]�(�&«�� ð à ª �$« ì ª �$«�å ç ªCè �
«º»}ª �$« � ê ª �$«�� ì ª �$« ÿ ª �$«�å>í ì ª �$«�åôê ª �$«Íï ç ª ���
«

� ����� % � �����
, et � �����!�	� R . ø �$��� % � ����� % � �$��� ø �$��� . On définit

alorsla matrice
� 9 �


 �����)� ø ����� � �����l. � �$��� å { �S� ø �$���t%(' (19)

Mêmesi d’autreschoix seraientpossibles,noussupposerons
dansla suite que la racinecarréede � �$��� qui intervient dans
l’équation(19)estl’uniqueracinehermitiennedéfiniepositive.
Cetteconditiongarantitquela matrice � �����). � �$��� å { estbien
inversible,et que la matrice 
 �$��� ainsi définie est elle-même
hermitiennepositive.OnpeutalorsvérifierqueXs�$���lOy�U��*Z� �$��� 
 �$���#� �$���t% (20)

estuneracinecarréeinversede
� � .�� �$��� � �$��� % � �$��� � ����� %

.
Enparticulier, si 
 �$��� estàsymétriehermitienne,

X2�����
présente

la mêmesymétrie.Posonsensuite� ��������� R * � �$���&%�� �$��� 
 ������' (21)

Puisque
Xs�����

est inversible,le lemmed’inversionmatricielle
montre que � ����� l’est aussi4. En substituantl’équation (20)
dansl’équation(11), on obtient� �$���)� � �$�F*W+/�ô*s� ����� �  �$���t%:.�� �$���#� �$���t%

(22)

où �  �$����� � �$�F*G+-� % n �$��� � �����l.,� �$��� 
 �$��� (23)

et� �$���F� � �$��*G+-�#� �$���U*s� �$��� �  �$���&%!� �$��� 
 ����� � �$��� �S� % '
(24)

Par ailleurs,en substituantl’équation (20) dansl’équation
(13), on obtient8 �����)� 8 ����*W+/�U.Z�  �$���#� �����&%

(25)

où �  �$���)�\� �$��� � �����U* 8 ����*W+/�1� ����� 
 �$���
' (26)

Enfin,ensubstituantl’équation(20)dans(8), on aq �$���)�\jG�$���l*Z� �$��� 
 �$��� % � ����� % jG����� '
(27)

L’algorithmeSW-FAPI estrésumédansla table2.

4. On appliquele lemme1 à l’équation (20), en posant� x���� , � x� @�A
B�� @CA
B , ��x���� et �Wx � @CA
B w .



5 Simulations� numériques

Danscettesection,lesalgorithmesde suivi d’espacedomi-
nant sont appliquésdansle contexte de l’estimation de fré-
quences.Les performancesdu suivi sont mesuréesen terme
d’anglemaximalentresous-espaces[4, pp.603-604]).À chaque
instant

�
, on comparel’espacedominantexact de la matrice

de covariance�,��� ����� à l’espaceestimépar l’algorithme de
suivi. Le signalde test estunesommede 4 �! 

sourcessi-
nusoïdalescomplexeset d’un bruit blanc gaussiencomplexe
(le rapportsignal à bruit est de 5.7 dB). Les fréquencesdes
sinusoïdesvarientpar paliers.Leursvariationssont représen-
téessur la figure 1-a. La figure 1-b représenteles variations
temporellesde l’angle maximald’erreur "�#�$ �&% Â('&) �$��� obtenu
avec la méthodeSW-FAPI 5. On peutvoir quecet algorithme
converge rapidementaprèschaquesautde fréquence.Ce ré-
sultatpeutêtrecomparéà celui de la figure 1-c, obtenuavec
la méthodeFAPI à oubli exponentiel6 [7]. On observe quela
réponseaux sautsde fréquenceestplus lente,en raisonde la
naturede la fenêtred’analyse,qui tendà lisser les variations
dusignal.Nousavonségalementpuconstaterquel’algorithme
SW-FAPI donnedesrésultatstrèsprochesde ceuxde l’algo-
rithmeSW-OPAST [8] etdel’algorithmeNIC [2], qui constitue
unegénéralisationrobustedePAST, et dontnousavonsimplé-
mentéune versionà fenêtreglissanteSW-NIC 7. Les perfor-
mancesde cesdiversalgorithmessontcomparéesdansles fi-
gures1-det1-e.La figure1-d représentele rapportendécibels
des anglesmaximauxd’erreur obtenusavec les algorithmes

SW-FAPI et SW-NIC, c’est-à-dire
�+*-,/.+0 �&� 13254 ��687:9<; ª �$«15234 ��=:;?> ª �$« , et

la figure1-e représentele rapportdesanglesd’erreurobtenus
avecSW-FAPI etSW-OPAST. OnpeutainsiobserverqueSW-
FAPI s’avèreglobalementplusprécisquelesalgorithmesSW-
OPAST etSW-NIC. Finalement,l’orthonormalitédela matrice8 �$���

peutêtremesuréeendécibelsà l’aide ducritèred’erreur�@*-,A.@0 �&� �<B 8 �$��� % 8 �$���U*2� � B3Cp�
. Sur le signal de test, SW-

NIC atteint une erreurde -10 dB, alors que les algorithmes
SW-OPAST, SW-FAPI et FAPI nedépassentjamais-240,-285
et -305dB respectivement.

6 Conclusion

Danscet article,nousavonsprésentéuneversionà fenêtre
glissantedel’algorithmeAPI. Cetalgorithmegarantitl’ortho-
normalitéde la matricegénéréeà chaqueinstant.De plus,sa
complexité estseulementQ ��� � . � � 4 � , et il héritede la pro-
priétéde convergenceglobaleet exponentiellevérifiéepar la
méthodedespuissancesitérées.Dansle contexte de l’estima-
tion de fréquences,cette techniques’est avéréerobusteà de
brusquesvariationsdu signal,etpermetd’atteindredesperfor-
mancessupérieuresà cellesde l’algorithme OPAST à fenêtre
glissante.

5. Les dimensionsde la matricede donnéesont été fixéesà DyxFEHG etI xKJMLHG .
6. Le facteurd’oubli NPOQG@R SHS a étéchoisi pourobtenirunelongueuref-

fective defenêtreégaleà
I
.

7. Le pasd’apprentissageT aétéfixé à 0.5.

FIG. 1 – Résultatdessimulationsnumériques

(a)Fréquencesréduitesdessinusoïdes
(b) Trajectoired’erreuravecSW-FAPI
(c) Trajectoired’erreuravecFAPI
(d) RapportdeserreursobtenuesavecSW-FAPI etSW-NIC
(e)RapportdeserreursobtenuesavecSW-FAPI etSW-OPAST
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