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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

Time

F
re

qu
en

cy

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

Time

F
re

qu
en

cy

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

STFT β̂,Â
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n
G
tm , m/F

æuï�î�èMíd�¦íJB4æuö�eöMæuö�Bxîeæ�@�í�ô2E�î�èMí ? WdT�W±\�æõöIùMô.\�G�T&æuöIéKëuë�O ñ ωk , 2πkF
Pæ/ï{î�èMí���Iëuï�éDî�æõôCö�ô2E�îeèIí��Mæuö

k
G�W¡èMí<ëuí1ö�BKîeèQô2E�îeèIí ? WdT�W

P
éKöIù�î�èMísëuí1ö�B4îeè¥ô2E&îeèIíV\�æuöIù�ô.\

N
é4ðeísï����¦ôCïeí6ù�î�ô

�¦í�í�N��IéKë��
P = N

GúI�Mðeæuö�B îeèMíÌïeí6ç�ôCöIù�ï2îeí� ñ î�èMí�í9ï7î�æF@;éKîeæuô4ö�æ/ï¡�Iï��IéKëuëFO
¦í1ð�Egô4ð1@xí9ù��]ï2æuö�BD@;é.j�æF@>��@²�MæuöIï�G#Q�@;é.j�æF@>��@²�Mæuö

kéDî¡î�èMí�æõö]ï7î�éKöYî
tm
æ/ï�ù�íMbIöIí6ùié4ï��

|X(tm, ωk−1; h)| < |X(tm, ωk; h)|
|X(tm, ωk+1; h)| > |X(tm, ωk; h)|

³ îeèIí1ð�ùMíMbIöMæõîeæuô4ö]ï�ô2E`@;é.j�æ�@V��@´�MæuöIï¤éKð�íd]ôYïeïeæF�Iëõí ñ ����îéKð�íc�]í�O4ôCöIùvî�èMísï�ç�ô)¦í�ô2E-îeèMæ/ï�éKðeîeæ/ç�ëuí)G
µ G�¦�lu¶^m0·;¸g©fqDr;¨�¸

³ �Mðd��Ið�¦ôCïeí|æ/ï¡î�ô�ï2î��]ù�Ovî�èMí�í1ü4ôCëF�Mîeæuô4ö�ô2E�]éKðeîeæ/éKë`Ié2eð�é2@�í�î�í1ð�ïJG�Q¹Ié4ð2î�æué4ëMæuï¤éKö;ôYïeç1æõëuë/éDîeôCð�\�èMôCïeí�é)@CIëõæõî��IùMíéKö]ù=Egð�í�N��Mí6öIçMO=@;é�OvüDé4ð�O=��]ôCö�î�æF@�í��
x(t) , A(t) ejφ(t) �Z��GFx�3
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\�èMí6ðeí

A
ù�í6öMôKî�í6ïûîeèMíÌé2@DMëuæ¢î1�Iù�íÌéKöIù

φ
î�èMífMèIé4ïeí)G

HqöÌîeèIæuïsé4ð2î�æuç1ëõí ñ ôCöMëFOÏîeèMí�ç1é4ïeí;ô2E�é¥ç�ô�@DMëõíJj£ïeæõö �Iïeô4æ/ù
��ç1æuïeô4æ/ù�3¤æ/ï�ç�ôCöIïeæuù�í6ðeí9ù ñ ����î[\�æõîeèiöMô;ëuôCï�ï¡ô2E�B4í6öMí1ð�éKëuæõî]O
�¦í6ç1é)�Iïeí�îeèMí=Iðeô��Mëõí�@ ô2E¡î�èMí;ðeí9éKë<ïeæuö��]ï2ôCæuù�æuïV�Iï��IéKëuëFOð�í6ù��Iç1í6ùûîeô�î�èMísç�æ/ï2ôCæuùUMð�ô)�MëuíJ@KG
W¡èMí;@�ô�ù�í6ë&ù�íJbIöMí9ùiæõöâí�N��IéDî�æõôCö{�n��G�x�3¡æ/ï�üCí1ð1OUBCí1öMí6ð�é4ëïeô£è O ¦ôKîeèIí6ïeí6ï;éKð�í¡�IïX�]éKëuëFO�éCùMù�í9ù î�ô�î�èMí�@�ô�ù�í1ë ñ ôCöé2@DMëuæõî��Iù�í|éKöIù�ôCö>Egð�í�N��Mí6öIçMO�G�TIðeô�@Õî�èMí6ïeí�è O ]ô4îeèMí9ï2í9ïéiëuôSç6éKë#@�ô�ù�í6ë ñ üDéKëuæuù£æuöÌîeèMí;öMí6æFBCè �]ôCðeèMôSô�ù�ô2E�é�îeæ�@�í
t ñ \�æuëõë��¦íxùMíMbIöMí9ù`G;Hqö�ëõæõîeí6ð�éKî��Mð�í ñ î]\¤ô�@�ô�ù�í1ë/ï�ç1é4öL�¦í
Egô)�IöIù`G
W¡èMí�b]ð�ï2îûô4öIí ñ îeèMí�ëõæuöMí9éKð=Mè]é4ïeí�@xô�ù�í6ë ñ ï����¦ôCïeí6ïûé
N��Ié4ïeæFenç1ô4öIï2î�é4öCîdEgð�í�N��Mí6öIçMOiéKö]ù�N��]é4ïeæ�eqç�ôCöIï7î�éKöYî�é2@DMëuæ�eî��]ù�í ñ \�èIæuç�è¥ç�ôCðeð�í6ï�¦ô4öIùMï<îeô�î�èMí�ëuôSç6éKë`@�ô�ù�í1ë��

x1(τ) , A ej(α+βτ) �Z��G ~�3
\�èMí6ðeí

α
æ/ïsî�èMíûæuöMæõîeæ/éKëAMèIé4ïeíûé4öIù

β
î�èMí=Egð�í�N��Mí6öIçMO�Á�G

W¡èMæ/ïc@�ôSùMí1ë�æ/ï�îeèMíD@�ôCï2î�\�æuù�í6ëFOL�Iï2í9ù`GCHnî�æ/ï�îeèIí8�Ié4ïeí
Egô4ð¡î�èMí;Mè]é4ïeí�üCô�ç�ô�ù�í1ð�í9ï7î�æF@;éKîeæuô4öfv �.y ñ EgôCð�îeèIísù�í1ð�æõüDé2eîeæuü4í�éKë�B4ôCðeæõîeè�@Âv�x��.y ñ Egô4ð¡é2@DMëuæ¢î1�Iù�í�ïX¦í6ç�îeð1��@ æõöYî�í1ð1]ô)eë/éDîeæuô4öÃv���y�é4öIùKEgô4ð�é2@DMëuæ¢î1�Iù�í�ïX¦í6ç�îeð1��@ æõöYî�í1ð1]ôCëuéKîeæuô4ö
�Iïeæõö�BCIèIé4ïeíDvFx �Mñ�� y%G
W¡èMíxï2í9ç�ô4ö]ùU@�ô�ù�í6ë-æ/ï�î�èMíVN��IéCù�ð�éKîeæ/ç�MèIéCï2íV@xô�ù�í6ënG0Hnîï����¦ôCïeí6ï�éDN��Ié4ïeæ�enëuæõöMí9éKðAEgð�í�N��Mí1ö]çMOL�nN��]é4ù�ð�éDî�æuçIMèIéCï2í�3éKö]ù�é8N��IéCï2æFenç1ô4öIï2î�é4öYî¤é2@DMëuæõî��Iù�í��

x2(τ) , A ej(α+βτ+γτ2/2) �Z��G ��3
\�èMí6ðeí

γ
æ/ï¤îeèMícEgð�í�N��Mí6öIçMO�ï2ëuô)¦í)G#W¡èMæ/ïd@�ô�ù�í1ë�æuïS@>�Iç�èëuí6ï�ïS�Iï2í9ù`G�TIðeí�N��Ií1öIçJOvðeí9é4ï�ï2æ�B4ö�@xí6öYîcv�x��.y�æuïSaSöMô.\�ö¡EgôCðëuôSç6éKëuæF�6æõö�Bd]í6ðXEgí9ç>îeë�O�ç�èMæuð��ïeæFBCöIéKë/ïJG ? ô�ô4öIí<ç1é4ösïeé�O�îeèIéKîæõî�æ/ï|îeèMíD@�ô�ù�í1ë�ï����¦ôCïeí6ùÏæõö�îeèMí>Egð�í�N��Mí1ö]çMO¥ð�í6é4ï�ïeæFBCö�e

@�í1öYî[@�í�î�èMô�ù`G
Ä èMí6ö�ç1ô4öIïeæuùMí1ð�æõö�BQîeèMí�N��IéCù�ð�éKîeæ/ç[Mè]é4ïeíI@�ô�ù�í1ë ñ éVEgðeíJe
N��Mí1ö]çMOÌí6ï2îeæ�@;éDîeæuô4ö

β̂
æ/ïV@;é4ùMí�EgôCðxéLIéKðeîeæ/çM�Më/éKðQîeæ�@�í

t̂
\�èMæ/ç�èf@V�Iï2î^�¦í;ïX¦í6ç1æ�b]í6ù`G;HqöÌé�ç�ô4ö]ï7î�éKöYîIEgð�í�N��Mí6öIçMO

@�ô�ù�í1ë ñ î�èMí1ð�í�æ/ï�öMôVIéKðeîeæ/çM�Më/éKð�îeæ�@xí[Egô4ð�î�èMí�í9ï7î�æF@;éDî�æõôCöé4ï¤î�èMícEgð�í�N��Mí1ö]çMOvæ/ï�ïX���]ôYï2í9ù�îeôD�]ísç1ô4öIï2î�é4öYî�G
Å GYrV¨	¦�t[pAlZÆ�o�luqCmRqCÇLo�ÈV¨É¨`¦`o�ln©L·�o^qCp�¦

Å`Ê k GËÆ�Ì�Í�ÎzÏ)Ð]Ñ�Ò	Ó2Ò	Ô�Ï Õ�Ð1Ö�Í�ÎzÏ�Ô�×=Ï)ØJÌ�Ò4Ô�Î
W¡èMí�îeí6ð�@�Ù2ü4ô�ç�ô�ù�í6ð]Ú ñ ù�í1ð�æõüCí6ùcEgð�ô)@¹Ù2ü4ôCæuç1í�ç�ô�ù�í6ð]Ú ñ ô4ð�æFB)eæuöIéKëuëFO ðeíJEgí1ð�ï�îeô é ï�¦í1í6ç�è é4öIéKë�O �1í1ðvé4öIù ïXOSöYîeèIí6ïeæF�6í1ð�G

Û]Ü�Ý�Þ�ßnÞXàZádâ�ã äFànÞ]åJæ�Þ]ç�èêé�ë�ìíç�îcã ï�æ�ð�â%ì1ßnñ�òzç�ë�ìíàZÞ�æ�â�Þ]î[Þ]å�æ�ìíð�ð édñ�ç
ßnÝ�ñ�â�ìíàZßnñ�è]ð�Þzó�ôuß�ñ�â�ì�ádñ�ânæ�â�Þ�òíä.ð�ìíç�õzæ.ìíõzÞ	ö�æ�ß�ßnÝ�Þ4ßnÞ]àná{ã äFànÞ]åJæ�Þ]ç�èêé�ë
ñ�âPádòzànÞ�â�æ�õzõzÞ]ânßnñ ÷MÞ�ß�Ý�ìíçVã ï�æ�ð�â�ì1ß�ñ�òzç�ë�ó

W¡èMæ/ï=@�í�î�èMô�ù ô2EQé4öIéKë�O�ï2æ/ïz�Dï�OYöYî�èMí6ïeæuïxèIéCï=�¦í6ç1ô)@�í�E�é.e
@�ô)�IïIEgôCð�æõî�ï�é)�Mæuëõæõî]O¥îeô¡@�ô�ù�æ�E_O�ï2ô��MöIù£éKöIùÏæ¢î�ïc�Iï2í;éCïéKö�í1ëuí6ç�îeð�ô4öMæ/ç^@V�Iïeæ/ç1éKëHæuöIï2îeð1��@�í1öYî�G
W¡èMí#IèIé4ïeí�ü4ô�ç1ôSùMí1ð{æ/ï�éd]éKðeîeæ/çM�Më/éKð{üCô�ç�ô�ù�í1ð`\�èIæuç�è;�]ï2í9ïésð�íJIðeí9ï2í6öCî�éDî�æõôCö8�Ié4ïeí6ùûô4öûïeèMô4ðeîXe�îeæ�@�í|é)@CIëõæõî��IùMí�é4öIù
MèIéCï2í¤ïX¦í6ç�îeð�é�v�x���y%G�Hnî�\¤éCïHî�èMí�üCí1ð1O0b]ð�ï2î�@�í�î�èMô�ù�î�ô0�¦í
�Iïeí6ù�æõö�îeð1OSæõö�Bûî�ô�íJjSîeð�é4ç>î�îeèIí�ïeæuö��]ï2ôCæuùMé4ë�IéKð�é2@�í�î�í1ð�ïæuö éKö éKöIé4ëFO�ïeæuï�ï2îeí�PG ò ôCð2î�öMô2��v�x��.y¤ù�í�@xôCöIï2îeð�éDîeí9ù�é4öíM|vç1æõí6öCî�@xí1îeèMô�ù�ô)E4���Iæõë/ù�æuö�B�îeèIí�ðeí�N��Mæõð�í6ùVbIëõîeí6ð��Ié4ö�a�ïù�æ�B4æõî�é4ëõë�O ñ �]ï2æuö�BxîeèMí;T�T�W éKë�B4ôCðeæõîeè�@ ñ \�èMæ/ç�è¥éKëuëõô.\¤í6ù�é
�Mð�ôCéCùâö ��@V�¦í1ð�ô)E¤ð�í6é4ë�e�îeæ�@�íxé)�Mëuæuç6éDî�æõôCöIïJGDW¡èMí;èMí9éKðeîô2E�î�èMíV@�í1îeèMô�ù¥æ/ï�î�èMí;Egð�í�N��Mí6öIçMOiç�ô�@D���î�éKîeæuô4ö ñ \�èMæ/ç�èæ/ï�ùMô4öMíC� O��Iï2æuö�Bié�ùMæuï�ç�ð�í�î�íFù�í6ðeæuüDéDîeæuô4ö�ô2E�î�èMíDMèIéCï2í ñé4ï|éKöÏé)�Mð�ô�j�æF@;éDî�æõôCö�ô)E�îeèMíxç�ôCöCî�æõö �Mô��Iï�ùMíMbIöMæõîeæuô4öÏô2E
Egð�í�N��Mí1ö]çMO�ø2G
Q�ëuë;î�èMíMèIé4ïeí ü4ô�ç�ô�ù�í6ðg@�í1îeèMô�ùMï ï����¦ôCïeí éÀëuæuöMí6é4ð
MèIéCï2íc@�ô�ù�í1ë�G
¦�Ì�Ò�Õ%Ø1Ð]ØíÏ�Õ�×úù�Ì�Í�ÎzÏ=Ñ�Ò	Ó2Ò	Ô�Ï Õ
W¡èMí0Egðeí�N��Ií1öIçJOxæ/ï ñ � O;ù�íMb]öMæ¢î�æõôCö ñ îeèMí�ù�í1ð�æuü?éKîeæuü4í|ô2EHîeèIí
MèIéCï2íKE_�IöIç>î�æõôCöPG�TMô4ð�é ï2æuö�BCëõíâç1æuïeô4æ/ù\�æ¢î�è ëõæuöMí9éKðvôCðç�ôCöIï2î�éKöYî�Egð�í�N��Mí1ö]çMO ñ îeèMí�ç1ô4öYîeæuö �Mô)�Iï�ùMí1ð�æõüDéDî�æõüCí¤ç6éKöD�¦íð�íJMë/é4ç1í6ù�� O�îeèMí�ù�æ/ïeç1ðeí1îeí�ù�í1ð�æuü?éKîeæuü4í>\�æ¢î�èMô)��î�éKö O¥é2�e
Mð�ô�j�æF@;éDî�æõôCöP�

β =
φ(t2) − φ(t1)

T

� � GFx�3

\�èMí6ðeí
T
æ/ïxîeèMí�î�æF@�íiëõí6ö�BKî�èÉ�¦í�î]\¤í1í6ö�î�èMí�î]\�ôf@�í6é2eï��Mðeí9ù�IèIé4ïeí6ïS�Iïeí6ù�î�ôvç�ô)@D��Mîeí�îeèIícEgðeí�N��Ií1öIçJO)G#Ä èMí6ö

@�í6éCïX�Mð�í6ù�æuö�ï�é2@DMëuí6ï ñ îeèMæ/ï<æuöYîeí6ðeüDéKë¦æ/ï�ç6éKëuëõí9ù�èMô)ûïeæ��1í)G
W¡èMí^Mð�ô)�MëuíJ@Îæ/ï�ð�í6ù��Iç�í9ù;îeô�é;IèIé4ïeí�í9ï7î�æF@;éDî�æõôCö�Mð�ô)��eëuíJ@K�{æFE�îeèMíAMèIéCï2í9ïHæõö

t1
éKö]ù�æõö

t2
éKð�í#¦í1ð�Egí6ç�îeë�O^aSöMô.\�ö ñîeèIíSEgðeí�N��Ií1öIçJO;\�æõëuë��¦íd]í6ðXEgí9ç>îeë�OFç1ô)@D���î�í6ù`G�W¡èMíS�Iï��IéKë

MèIéCï2í�üCôSç1ô�ù�í1ð¡í6ï2îeæ�@;éDî�æõôCö�ô)E�Egð�í�N��Mí1ö]çMO=@;é2aCí6ïA�Iïeí�ô2EîeèIí<æ/ù�í1öYîeæõî]Oc�]í1î]\�í6í1ö�î�èMí�TIô)�Mð�æõí6ðPMèIéCï2í�éKöIù�î�èMí�ç1æuïeô4æ/ù
MèIéCï2í ñ \�èMí1ö�î�èMícEgðeí�N��Mí1öIçJOvæ/ï�ç�ô4ö]ï7î�éKöYî��

Hv ,
X(t2, ωk; h)

X(t1, ωk; h)

� � G ~�3

β̂ =
arg(Hv)

T

� � G ��3

W¡èMí�b]ð�ï2î�MèIéCï2í�üCô�ç�ô�ù�í1ð�ï ñ é4ïHîeèMí�ô4öMí�ù�í9ïeç1ðeæ��¦í6ù�æuö8vFx���y ñ
�Iïeí6ù~î]\¤ôhMèIéCï2í9ïvç�ô�@C���îeí9ù éDîûôCöMíâïeé)@DMëõíÏæõöYîeí6ðeüDé4ë
�
T = 1/F

3MG ³ öMí�Egð�í�N��Mí1ö]çMO�í6ï2îeæ�@�éKîeæuô4ö¥ð�í�N��Mæuðeí9ù�î]\�ô
û1ü�ç�òíßnÝ�Þ]à=ádòzànÞ�ànÞ]âZß�àZñ�èêß�Þ]îádÞXìíç�ñ�ç�õ�äFòzàCßnÝ�Þ¡ßnÞXàZáúï�Ý.ìíâ�Þ

÷MòJèXòJî�Þ]à�àZÞêä�Þ]àZâ�òzç�ð é0ßnòAßnÝ�ñ�â�ï.ìíàZßnñ�è]æ�ð�ìíàPä�àZÞ]å�æ�Þ]ç�èêé^ÞXâZß�ñ�á[ì1ßnòzà]ó
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TMô��Mð�æõí6ðÏî�ð�é4öIï]EgôCð�@;ïÏô4ð{T�T�WcG�ìA��îfE_�Mð2î�èMí1ðÌù�í6ü4í1ëuô)�e
@�í1öYî�ï|ï2èIô.\�í9ùvî�èIéDî[EgôCð�ôCöMísïeé)@DMëõí�æuöYîeí6ðeüDéKë ñ î�èMíQïeí6çMeô4ö]ù¡T�T�W ñ ç1ô)�Më/ù¡�]íFé?ü4ô4æ/ù�í9ù8Egô4ð|ï2ô�@xí�\�æuöIù�ô.\�ï ñ ï��Iç�èé4ï¤î�èMí�ð�í6ç>î�éKö�B��Më/éKð¡éKöIù�îeèIí;ý�éKöIöU\�æuöIù�ô.\�ïcv�x���y%G
þIÿ ���������
	�����������������	ÿ������ �!� "#���%$'&)(�*,+

x)G�ó�ô�@C���îeí�î�èMíVT�T�W-ï[Egô4ð�é;îeæ�@xí
t1
éKöIù

t2 = t1 +
1/F

~�GdTIô4ð�í6éCç�èU@;é2jSæ�@V��@²�Mæuö
k
éKî¤î�èMí�îeæ�@�í

t1
��G�ó�ô�@C���îeí Hv

� G�ó�ô�@C���îeí
β̂ = arg(Hv)

T

¸ Ò.-�/�Ð]ØíÏ ÕX×úù(Ì�Í�ÎzÏ=Ñ�Ò	Ó2Ò	Ô�Ï�Õ
Q ë/éKð1B4í6ð�îeæ�@xí�æõöYîeí6ðeüDé4ë

T
èIé4ï<éKë/ï2ô��¦í1í6ö8�Iï2í9ù ñ æuö;ô4ð�ù�í6ðîeô|æF@DMð�ôDü4í�îeèMí�Egðeí�N��Ií1öIçJO�í9ï7î�æF@;éKîeæuô4ö�EgôCð-ç�ôCöIï2î�éKöYî�EgðeíJe

N��Mí1ö]çMOvïeæFBCöIéKë/ï^vFx ��ñ ��y%G�ý�ô.\¤í1ü4í6ð ñ îeèIæuï¤î�æF@�ísç�ô��Më/ùvöMô4î
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k
éKî¤î�èMí�îeæ�@�í

t

��G�ó�ô�@C���îeí Hpsi

� G�ó�ô�@C���îeí
β̂ = ωk + πHpsiF/P
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¬L: ØJÌgù�Ì�Í�ÎzÏø�í9ç�í1öYîh\¤ô4ð1aSï�èIé?üCíÃMð�ô)¦ôCïeí6ùÕîeô®�Iï2í~î�èMí ç�ô)@DMëuíMjï�]í9ç>îeð1��@Âæõö]ï7î�í6é4ùÌô)Ed@xô�ù��IëF�IïFïX¦í6ç�îeð1��@ é4ï�æuöh�Iï��IéKëæuöCî�í1ð1]ôCëuéKîeæuô4öU@xí1îeèMô�ùMï�G�W¡èMí�æ/ù�í6éxæ/ï¤îeô;æuöYîeð�ôSù��Iç�í�îeèIí
MèIéCï2í æuö�EgôCð�@;éDî�æõôCö æõö î�èMí æuöCî�í1ð1]ôCëuéKîeæuô4öPGÆìA��îâî�èMæuï
@�í�î�èMô�ù�ùMæ��Wí1ð�ï�öMô4î�é2�IëFO8Egð�ô)@ÈîeèMí�ô4îeèMí6ð�æõöYî�í1ð1]ôCëuéKîeæuô4ö
@�í�î�èMô�ùMï ñ éCï<æõî�ù�ôSí6ï¤öMô4î¤î�ð�O�î�ôFí9ï7î�æF@;éKîeí|îeèMícIé4ð�é)@xíJeîeí6ð�ï�ô)E¤é4ö�æuöYîeí1ð1¦ô4ë/éDîeæuö�BUE_�MöIç�îeæuô4öPG=W¡èMí�ð�í6ï��Mëõîeæuö�Bií6ïXeîeæ�@;éDî�ô4ð�ï�èIé?ü4íC@�ô4ð�íxæuö ç�ô�@C@�ôCöf\�æõîeè£î�èMí8Mð�í6ç�í9ù�æuö�B
@�í�î�èMô�ùMï ñ ëõæ�a4í�îeèIí�MèIé4ïeí�ü4ô�ç1ôSùMí1ð�G�W¡èIí�ú^T ? æõöYî�í1ð1]ô)eë/éDîeôCð�ïS�]ï2æuö�B;î�èMíQç�ô�@DMëõíJj�ï�]í9ç>î�ð���@ßèIé?üCí^�¦í1í6ö¥æõöYî�ðeô)eù��Iç1í6ù�� O¥ì¡éKð�ð�O^]I�MæuöMöâæuö¤vFx � y ñ é4öIùâé8BCí1öMí6ð�é4ëõæ��6éKîeæuô4öô2E¡î�èMæuï>@�í�î�èMô�ù ç1éKöh�¦í=Egô��MöIùÌæuö¹v � y�G}Q�ç�ô�@C]éKð�æuïeô4ö
\�æõîeèiôKî�èMí1ð�ç1ëuéCïeïeæuç6éKëWí6ï2îeæ�@;éDî�ô4ð�ï¤ç6éKöK�¦ícEgô)�MöIù�æuöfv�x�~�y�G
W¡èMí£í6ï2îeæ�@;éDîeôCð�ïUMð�í6ïeí1öYîeí9ù�æuö�v�x �Mñ[� y;@�é)a4íÏîeèMíÌè O�e
¦ôKîeèIí6ïeæuï�ô)E�é£ðeí9ç>î�éKö�B��Mëué4ð>\�æuöIù�ô.\

hrec(t) = 1 ñ �¦íMeç1é)�Iïeí�î�èMí ù�æuï�ç�ð�í�î�í®TIô)�Mð�æuí1ð~îeð�éKöIïXEgô4ð1@ ô2E£éÔç1æuïeô4æ/ù
x1(t) = A ej(α+βt) \�æ¢î�è é�ð�í6ç>î�éKö�B��Më/éKðC\�æõöIùMô.\ÈèIéCïé�ïeæF@DMëuí�éKöIé4ëFOYî�æuç6éKë�íMj�Mð�í6ï�ïeæõôCöPG_A|ï2æuö�B�îeèIídEgð�é)@�íJ\¤ô4ð1a
Mð�ô)¦ôCïeí6ùL��O`]I�MæuöMöÉv�x � y�éKöIù£åâéCç�ëuí1ô�ùÃv � y ñ @;é4ö�OÏí6ïXeîeæ�@;éDî�ô4ð�ïQç1é4ö¤�¦í�Mð�ô)¦ôCïeí6ù`G£åâé4ç1ëõí6ô�ùa> ï>�.eqïeé)@DMëõíûí6ïXeîeæ�@;éDî�ô4ðsèIéCï��¦í1í1öÌð�í�î�éKæuöMí6ù ñ �¦í6ç1é)�Iïeí;ô2E¤îeèMívæuöYîeí6ðeí9ï7î�eæuö�B{]í6ðXEgôCð�@;éKö]ç�í6ïCBCæõüCí1ö�æuö�v � y�GbM�ô4îeæuö�B`c

R2(m) =
<(X(t, ωk+m; hrec)X(t, ωk; hrec)

∗)

Hm3 ,
R2(−1) − R2(1)

2R2(0) + R2(−1) + R2(1)

� � G�x���3

β̂ = ωk + 2πF/P
(
√

1 + 8H2
m3 − 1)

4Hm3

� � G�x���3

þIÿ ���������
	���edF�T�Mÿf�!� "hg�i4�����e�4ÿf�j�;���D�������X����$VdFg�+

x)G�ó�ô�@C���îeí�î�èMí;T�T�W�Egô4ð�éFî�æF@�í
t

~�GdTIô4ð�í6éCç�èU@;é2jSæ�@V��@²�Mæuö
k
éKî¤î�èMí�îeæ�@�í

t

��G�ó�ô�@C���îeí Hm3

� G�ó�ô�@C���îeí
β̂ = ωk + 2πF/P

(
√

1+8H2
m3

−1)

4Hm3

Hqö;écMð�í1üSæõô��Iï�\¤ô4ð1a=v ~)��y ñ é�ïeæF@�æuëué4ð�í6ï2îeæ�@�éKîeôCð�èIé4ï��¦í1í6ö
Mð�í6ïeí1öYîeí9ù ñ \�èMæ/ç�è é4ëõëuô.\�ï�îeèIíh�Iï2í ô)ExöIô4ö ðeí9ç>î�éKö�B���eë/éKð=\�æuöIù�ô.\�ï�G®W¡èIí�Egô4ð1@V�Më/éDî�æõôCö ô2E�îeèMíÏí6ï2îeæ�@�éKîeôCðvæuï

kíô ç�ßnÝ�ñ�â�ìíà_ß�ñ�è]ð�Þ�l
<()

î�Þ]ç�òíß�Þ]â�ß�Ý�Þ	ànÞXìíðJï.ìíà_ß4ìíç�î
=()

ßnÝ�Þ`ñ�á[ìíõ7m
ñ�ç.ìíà_é0ï.ìíàZß�òíä(ì�è]òzádï�ð�ÞXn0ç�æ�áAö2Þ]àXó

ïeëõæ�B4èYîeë�Oiù�æ��Wí1ð�í1öYî^Egðeô�@�v�~2�.y��¦í6ç6é2�Iïeí�î�èMíxùMíMbIöMæõîeæuô4öÏô2EîeèIí ? WdT�W�æuö{v ~)��y{æuï�îeèMí��6í1ð�ô2e%MèIé4ïeí6ù ? WdT�WcG

HF ,
λX(t, ωk; h) − λ∗X(t, ωk′ ; h)

λX(t, ωk; h) + λ∗X(t, ωk′ ; h)

� � G�x��)3

β̂ = ωb + sign(k − k
′

)<(HF )
Γ(hc)

Γ(τ.hs)

� � G�x � 3

\�èMí6ðeí
λ , e−jπ(N−1)/(2P ) æ/ïûé{]éKð�é2@�í�î�í1ð8�Iïeí6ù~î�ô

�1í6ðeô)e�IèIé4ïeí îeèMí�TMô��Mð�æõí6ð�î�ð�é4öIï]EgôCð�@;ï ñ τM , (N −
1)/(2F )

æ/ï|îeèMíFîeæ�@�í�ç1ô4ð�ðeí9ïX¦ô4ö]ù�æõö�B;îeô�îeèMíC@�æuùIù�ëõí�ô)EîeèIí�\�æuöIù�ô.\ ñ ωb , (ωk+ωk′ )/2
æ/ï{î�èMí�@�í9éKö�Egð�í�N��Mí6öIçMOô2EIîeèMíA�MæuöIï��Iï2í9ù ñ éKö]ù hs

éKöIù
hc
é4ðeí�öMíJ\ éKöIé4ëFO�ïeæuï�\�æõö�eù�ô.\�ï�ù�í6ðeæuü4í9ù8Egð�ô)@

h
�

hs(τ) , sin(πF (τ − τM )/P ).h(τ),

hc(τ) , cos(πF (τ − τM )/P ).h(τ)

Q¤î�ë/é4ï2î ñ Γ(h)
æ/ï�îeèIíQïX��@ E_�Mö]ç>îeæuô4ö¥ô)E-î�èMíQí6ëõí�@�í1öYî�ï�ô)EîeèIí�\�æõöIùMô.\��

Γ(h) ,

N−1
∑

n=0

h(τn)
� � G�x � 3

Γ(hc)
éKö]ù

Γ(τ.hs)
é4ðeí|î]\¤ôC]éKð�é2@�í�î�í1ð�ï�\�èMæ/ç�èiç1éKö¡�¦íç�ô�@D���îeí9ù�æõö¥é4ùMü?é4öIç�í�G

W¡èMí¥ù�í�@xôCöIï2îeð�éDîeæuô4ö ô2E|îeèMíK@�í�î�èMô�ù�æ/ï�æõö î]\¤ô£ï2îeí�IïJG
T&æõð�ï2î ñ îeèIí�ð�éKîeæuô HF

æ/ï�ï2èMô.\�ö�îeô8�¦í�í�N��Ié4ëWîeô(�
HF = j

X(t, ωb; hs)

X(t, ωb; hc)

� � G�~2��3

W¡èMí6ö¢�Iïeæõö�B�îeèMí~ù�íMbIöIæ¢î�æõôCöÕô2E
x1

�n��G�~)3 ñ ébIð�ï7î�ô4ð�eù�í6ð¤W-é�OSëuô4ðÌíMj�Ié4öIï2æuô4öÔéKð�ô)�Mö]ù îeèIíEgðeí�N��Ií1öIçJO
β
ô2E

X(t, ωb; hs) X(t, ωb; hc)
æ/ïsù�ôCöMí ñ ëõí9é4ù�æuö�B�îeô�îeèIíDEgô4ð�e

@V�IëuéK� � GFx � 3íG
þIÿ ���������
	����oqp9��i4�����e�4ÿ����;���D�������X����pr���
	spr����"#��pt$
uq+

x)GSHqöMæõîeæ/éKëuæ��6éDî�æõôCöP��ç�ô�@C���îeí
Γ(hc)

é4öIù
Γ(τ.hs)

G
~�G�ó�ô�@C���îeí�î�èMí;T�T�W�Egô4ð�éFî�æF@�í

t

��GdTIô4ð�í6éCç�èU@;é2jSæ�@V��@²�Mæuö
k
éKî¤î�èMí�îeæ�@�í

t

� G ? í6ëõí9ç>î î�èMí ïeí6ç�ôCöIù @;é.j�æF@>��@
k′ =

arg maxi∈{k+1,k−1} |X(t, ωi; h)|
��G�ó�ô�@C���îeí HF

��G�ó�ô�@C���îeí
β̂ = ωb + sign(k − k

′

)<(HF ) Γ(hc)
Γ(τ.hs)
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Ä æõîeèÀé¤Egðeí�N��Mí1öIçJOwEgô4ð1@V�Më/éDî�æõôCö ñ îeèIí3y]�Iï2îeæFb]ç6éDîeæuô4ö�ô2EîeèIísðeí9é4ï�ï2æ�B4ö�@xí6öYîA@�í�î�èMô�ù¡Egô4ð�î�èMí;N��Ié4ùMð�éKîeæ/çIIèIé4ïeí�æuïü4í6ð�OFï2èMôCð2î�G�i�í�î

f
�]í

f(τ) , x2(τ).h(τ)
GzA�ïeæõö�B��Z��G ��3 ñ

\¤í�è]é?ü4í)�
df

dτ
(τ) =

dx2

dτ
(τ)h(τ) +

dh

dτ
(τ)x2(τ)

=j(γτ + β)x2(τ)h(τ) +
dh

dτ
(τ)x2(τ)

� � G�~�x�3

W¡èMí£ç�ô4öYî�æõö �Mô��Iï=TMô��Mð�æõí6ðvîeð�éKö]ï]EgôCð�@ �ZT�W[3;æ/ï�ùMíMbIöMí9ù
� O	�

FT (x; ω) ,

∫ +∞

−∞

x(τ) e−jωτ dτ
� � G�~)~�3

Q[�MëFOSæuö�B�îeèIí;T�W�ô4ö�îeèIí�ðeí6ëuéKîeæuô4ög� � G�~�x�3<ëuí6éCùMï¤îeô(�
jωFT (f ; ω) = jγFT (τf ; ω) + jβFT (f ; ω)

+ FT (
∂h

∂τ
x2; ω)

⇔ β + γ
FT (τf ; ω)

FT (f ; ω)
= ω + j

FT (∂h
∂τ x2; ω)

FT (f ; ω)

⇒ β + γ<
(FT (τf ; ω)

FT (f ; ω)

)

= ω −=
(FT (∂h

∂τ x2; ω)

FT (f ; ω)

)

� � G�~2��3

W¡èMí¢�]ïX�Ié4ë�Egô4ð1@V�IëuéKîeæuô4ö ô2E£îeèMíäðeí9é4ï�ï2æ�B4ö�@xí6öYî�]ï2í9ï
Dh(τ) , ∂h

∂τ (τ)
éKö]ù T h(τ) , τ.h(τ)

G#W¡èMíSb]ð�ï2î#@�íJ@Ce
�¦í1ð¤ô2E{í�N��IéKîeæuô4ö}� � G�~2��3�æuï<îeèMí0Egðeí�N��Mí1öIçJO�ô2EHîeèIí0Ié4ð2î�æué4ë
Egô4ðvîeèMíiî�æF@�í

t̂ = t + <(FT (T h.x2;ω)
FT (h.x2;ω) ) ñ \�èIæuç�è æ/ï�îeèIíîeæ�@�í�ðeí9é4ï�ï2æ�B4ö�@�í6öCî¤ô)¦í1ð�éDî�ô4ð�G�W¡èMí�ïeí6ç�ôCöIù=]éKðeî¤ô)E�îeèIíí�N��IéKîeæuô4öûç1ô4ð�ðeí9ïX¦ô4ö]ùMï�î�ôsîeèIíIEgð�í�N��Mí6öIçMO�ð�í6éCïeïeæFBCö�@�í1öYîô)¦í1ð�éDî�ô4ð

β̂ = ω−=(FT (Dh.x2;ω)
FT (h.x2;ω) )

G�W¡èMæ/ï�ç�ëuí6é4ðeë�O�ï2èIô.\�ïîeè]éDî�î�èMí;Egð�í�N��Mí6öIçMO�ð�í6é4ï�ïeæFBCö�@�í1öYî�éKöIù¥îeèMíQîeæ�@xíFðeí9é4ïXeïeæFBCö�@�í1öYî�é4ðeíxï2æ�@V�Mëõî�é4öMí1ô��Iï�éKöIùâîeèMí6ðeíJEgô4ð�íQç1é4öMöMôKîc�¦íù�æ/ïeïeô�ç�æ/éDî�í6ù`G
W¡èMí¡ù�æ/ïeç1ðeí1îeí¤ü4í1ð�ïeæõôCösô2EMî�èMí¡ðeí9é4ï�ï2æ�B4ö�@xí6öYî�@�í�î�èMô�ùQç1é4ö
�¦ísù�íMbIöIí6ùié4ï��

Hr ,
X(t, ωk;Dh)

X(t, ωk; h)
Ht ,

X(t, ωk; T h)

X(t, ωk; h)

β̂ = ωk −=(Hr) t̂ = t + <(Ht)
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E�é4ç�î ñ îeèIí|ù�í�@xôCöIï2îeð�éDîeæuô4ö8Iðeí9ï2í6öCî�í6ùDMð�í1üSæuô)�Iïeë�O;Egô4ð�îeèIí

ç�ôCöYîeæuö��Iô)�IïfT�W æ/ï�öIôKîÌü?é4ëõæ/ù§é4ö O�@�ôCðeíÃEgô4ð£îeèMí ù�æ/ï]eç�ð�í�î�í¥úIT�WcG�W¡èMæ/ï�æ/ï;ù��Mí�îeô£îeèIíâù�í1ð�æõüDéKîeæuü4í¡Mðeô�]í6ð2î]Oô2EWî�èMíIT�W\�èMæ/ç�èvæ/ï�ô4öIëFOxüDéKëuæuùDEgôCð�î�èMí�ç�ôCöYîeæuö��Iô)�Iï�T�WcG
TIéCï7îsç1ô)@D���î�éDîeæuô4öÌô)E

X(t, ωk;Dh)
é4öIù

X(t, ωk; T h)ç1é4ö{�]ívù�í6ðeæuü4í9ùgEgô4ð;Ié4ð2î�æuçJ�Më/éKðc\�æõö]ù�ô.\�ï ñ ïX�]ç�èÌéCï�îeèIí
ý�é4öMö;\�æuöIù�ô.\ ñ �Iïeæuö�B0@�í�î�èMô�ùMï&ï2æ�@�æõë/éKð�îeô|îeèMí�ô4öMí��Iï2í9ùæuö±v�x���y%G°TMôCðFî�èMí¥ç�ôCöCî�æõö �Mô��Iïxðeí9é4ï�ï2æ�B4ö�@xí6öYî ñ E�éCï7îvé2�e
Mð�ô�j�æF@;éDî�æõôCöIï&ç1éKö�éKë/ïeô^�¦í�ù�í1ð�æuü4í6ùUv�~�xzy%G�HqöC�¦ôKîeè;ç6é4ïeí6ï ñîeèIíFç�ô�@DMëõíJj�æ¢î]O¥ç1é4ö��]íFðeí9ù��Iç1í6ùiî�ôûô4öIíVT�T�W§ç�ô)@D���eî�éKîeæuô4öPG
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t
éKöIùDEgôCð<î�èMí^\�æõö�eù�ô.\

h ñ îeèMíc\�æuöIù�ô.\ Dh
éKöIù�îeèIí�\�æõöIùMô.\ T h

G
~�GdTIô4ð�í6éCç�èU@;é2jSæ�@V��@²�Mæuö

k
éKî¤î�èMí�îeæ�@�í

t

��G�ó�ô�@C���îeí Hr
ñ Ht

� G�ó�ô�@C���îeí
β̂ = ωk −=(Hr)

G�W¡èMí�î�æF@�í�ô2E�í9ï7î�æF@;é2eî�æõôCö�æ/ï
t̂ = t + <(Ht)
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Hqö�ô4ð�ù�í1ð&î�ô�éCç�èMæuí1ü4í¡é�ù�æuðeí9ç>î�Egðeí�N��Mí1öIçJOsí6ï2îeæ�@;éDî�æõôCö ñ \¤íöMí6í6ùFîeô�í1ëuæ�@xæuöIéKîeí�éKëuëSîeèIí�ôKîeèIí1ð��Mö�aSöMô.\�öCIé4ð�é)@xí1îeí6ð�ï��îeèIí|é2@DMëuæõî��Iù�í ñ îeèMí|æõöMæõîeæ/éKë	Mè]é4ïeí�éKöIù;îeèMí�ï2ëuô)¦í�æuö;îeèIíç1éCï2í�ô2EHîeèIíIN��Ié4ùMð�éKîeæ/çdMèIéCï2í�G�i�í�î6> ï¤ù�íMbIöIí

δ , ejγτ2

n
/2éKö]ù

Γ
æõî�ï�ú^T�Wc�
Γ(ω, γ; h) ,

N−1
∑

n=0

h(τn) ejγ
τ
2
n

2 e−jωτn
�n��GFx�3

W¡èMí ? WdT�W�ô2E
x2

�Z��G ��3¡ç1é4öU�¦í����î[�Mö]ù�í1ð¡î�èMícEgô4ð1@K�

X(tm, ωk; h) = A ej α Γ(ωk − β, γ; h)
�n��G�~)3

Q�ï�î�èMí|ù�íJbIöMæõîeæuô4ö�ô2E{î�èMí^N��IéCù�ð�éDîeæ/çdMè]é4ïeí0@�ô�ù�í1ë��Z��G ��3æ/ï�ëõô�ç6éKë#�gæ�G í)G�æuö�îeèMí�öMí6æFBCè �]ôCðeèMôSô�ù�ô2E&îeèMí�î�æF@�í
tm

3 ñ αéKö]ù
β
ù�íJ¦í1öIù�ô4ö

tm
G>TMô4ð�ô��MðIIðeô��Mëõí�@ ñ \�íxöMí1í9ù¥î�ôíMj�Mð�í6ï�ï¤éKëuëIî�èMí ? WdT�W°]ôCæõöYî�ï��]ï2æuö�Bsî�èMí^IéKð�é2@�í�î�í1ð�ï

αéKö]ù
β
Egô4ð�é8�MöMæuN��Mísî�æF@�í�GIW¡èMí�b]ð�ï2î�ï2îeí�¥æuï�îeèMí6ðeíJEgô4ð�íîeôÌç�èMôSôCïeíûéÏîeæ�@�íMe�Egðeí�N��Ií1öIçJO£ð�íMEgí6ðeí6öIç�í

(t0, ω0)
G¤W¡èIí
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? WdT�W�ô2E

x2
ç6éKöK�¦í;\�ðeæõî2î�í1ö��Iïeæuö�B�îeèMíVIéKð�é2@�í�î�í1ð�ï¤ô2EîeèIívîeæ�@�í�ð�íMEgí6ðeí6öIç�í�GLi{í1î6> ïQöIôKîeí

∆ω , ωk − ω0
é4öIù

∆t , tm − t0
G

X(tm, ωk; h) =A. ej(α+β∆t+γ ∆t
2

2
)

.Γ(ωk − β + ∆ω − ∆tγ, γ; h)

�n��G ��3

£<éCç�è ? WdT�W±]ôCæõöYî�èIéCï¡æ¢î�ï�ô.\�ö
∆ω

éKöIù
∆t

üDé4ëF�Mí9ïJG
¨a<U:�×�:J-�Í�Ø;:�Ò.-¡Ò��

α
Í,-�Ô

A
W¡èMæ/ï�Mð�í1üSæõô��Iï-í�N��IéDî�æõôCöFç1ëõí9éKð�ëFOsïeèMô.\�ï�îeèIéKî&î�èMí�é2@DMëuæ�eî��]ù�í�é4öIù;î�èMí�æõöMæõîeæ/éKë	Mè]é4ïeí[Egô4ð1@ éFç1ô)@DMëuíMjDE�é4ç�îeôCð�EgôCðéKëuëKî�èMí ? WdT�Wf¦ô4æuöCî�ïJG�TMð�ô)@Àí�N��IéDî�æõôCö8�n��G ��3 ñ ejα ç6éKö��¦í
E�é4ç�îeôCðeæ��1í9ùûéKö]ù;îeèIí ? WdT�W�]ôCæõöYî

Xi
ç6éKöU�]í�íMj�Mð�í6ï�ïeí6ùé4ï

Xi = ejα fi(A, β, γ) ñ \�èMí1ð�í fi
æ/ï|é=E_�MöIç>î�æõôCöâæuöIù�íMe

¦í1öIù�í6öYî<ô2E
α
G�W¡èIí�æõöIæ¢î�æué4ë�MèIéCï2í�ç6éKöD�¦í�í1ëuæF@�æuöIéDî�í6ù�æuöî]\¤ô=\¤é�O�ï���� Oiù�æõüSæ/ï2æuô4ö¥ô)E�î]\�ô ? WdT�W�¦ô4æuöYî�ïV����G � 3 ñ ôCð

� O=@V�Ië¢î�æFMë�OSæõö�B;ô4öMí ? WdT�W±]ôCæõöYîd� OvîeèIí�ç1ô4ö�y]��BCéDî�í�ô2Eé�ï2í9ç�ôCöIùûôCöMí8�n��G ��3zG

X2/X1 = f2(A, β, γ)/f1(A, β, γ)
�n��G � 3

X2.X
∗
1 = f2(A, β, γ).f1(A, β, γ)∗

�n��G ��3

Hqö éßïeæF@�æuëué4ð®@;é4öMöMí1ð ñ A
ç1é4öú�¦í E�éCç>î�ô4ð�æF�6í6ù é4öIùîeèIí ? WdT�W ¦ô4æuöYî

Xi
ç1éKö �]íÀíMj�Mð�í6ï�ï2í9ù é4ï

Xi =
A.gi(α, β, γ) ñ \�èMí1ð�í gi

æuï�é�E_�MöIç�îeæuô4ö£æõöIùMíJ¦í1öIù�í6öYîsô2E
A
G�W¡èMíÌé2@DMëuæ¢î1�Iù�í£ç1éKöÀéKë/ï2ô¤�¦í£í1ëuæF@�æuöIéDî�í6ù æuö�î]\¤ô

\¡é�OSï��8� O ù�æuüYæ/ïeæõôCö ô2E�î]\¤ô ? WdT�W²]ôCæõöYî�ïK����G ��3�ôCð>� Oî�é)aSæõö�Bxî�èMíséKð1B)��@�í6öCî¡ô2E�éKö ? WdT�W´�n��G��23MG

X2/X1 = g2(α, β, γ)/g1(α, β, γ)
�n��G ��3

arg(X1) = arg(g1(α, β, γ))
�n��G��23

Q�ëuë�î�èMí ? WdT�WAe%�Ié4ïeí6ùgEgð�í�N��Mí1ö]çMOâí9ï7î�æF@;éDî�æõôCö{@xí1îeèMô�ùMïïeèMô)�Më/ù¥ç�ô�@V�MæuöMí�î�èMí6ïeí;¦ôCï�ï2æ��Mæuëõæõîeæuí6ï�æõö¥ôCð�ù�í6ð¡îeôví6ëõæ�@�æ�eöIéKîeíc�]ô4îeè�îeèIísé2@DMëuæ¢î1�Iù�íséKö]ùûî�èMí�æuöMæ¢î�æué4ë`MèIéCï2í�G
Q ëuæõöMí9éKð�ç�ô�@V�MæuöIéKîeæuô4ö�ô2E ? WdT�W±¦ô4æuöCî�ïSMð�í6ïeí1ð�ü4í6ï�î�èMæuïç�ô�@DMëõíJjÉE�éCç>î�ô4ð�é4öIù ç1é4ö�éKë/ï2ôÃ�]íg�Iï2í9ù îeô�í1ëuæF@�æuöIéDî�íîeèIí�æuöMæõîeæ/éKëSMèIéCï2í�éKöIùÌî�èMíié2@DMëuæ¢î1�Iù�í)GhW¡èMæ/ïxæuï>\�èIéKîæ/ï�ù�ô4öMí^EgôCð�é>\�æ/ù�í�ö ��@V�¦í1ð�ô)E�@�í�î�èMô�ùMï¡æuöIç�ë��Iù�æuö�B�îeèIí
MèIéCï2íJe�üCô�ç�ô�ù�í1ð�e%�Ié4ïeí6ùd@�í1îeèMô�ùMï ñ îeèMí�ð�í6éCïeïeæ�B4ö�@�í1öYî ñ îeèIíù�í6ðeæuüDéDîeæuü4í�@�í1îeèMô�ù ñ ï2ô�@xí�ô)E�îeèMíQú^T ? @�í�î�èMô�ùMïd�Iïeæõö�B
MèIéCï2í�ï��Iç�è�éCï¤îeèMí�T�e%@xí1îeèMô�ù`G#Q�ëõë{îeèMí9ï2íc@�í�î�èMô�ùMïS�Iïeíéxð�éKîeæuô�ô2E�î�èMícEgô4ð1@K�

H =

∑

i µiXi
∑

i νiXi

�n��G � 3

\�èMí6ðeí
µi
éKöIù

νi
éKð�í�ç�ô)@DMëuíMj^E�é4ç�îeôCð�ï`\�èIæuç�è�\¤í1æ�B4èYîHîeèIí

? WdT�W{¦ô4æuöCî�ïJG�W¡èMí<é)@CIëõæõî��IùMí�éKö]ù�îeèMí�MèIé4ïeí<é4ðeí#�¦ôKî�è

í1ëuæ�@xæuöIéKîeí6ùsîeèMð�ô)��B4èsî�èMí¤ð�éKîeæuô�æuöQî�èMæuï�ç6é4ïeí)G�Ä èIí1ö�ç�ô4ö�eïeæuù�í6ðeæuö�B�îeèIí;ëõæuöMí6é4ð�MèIéCï2í8@�ô�ù�í1ë ñ î�èMí;ô4öIëFOg�Mö�aSöMô.\�ö
Ié4ð�é)@xí1îeí6ðxëuíMEXî�æuï

β
G ? ô£îeèMíLMðeí6üSæõô��Iïxð�éKîeæuôÌç6éKö�¦ííMj�Mð�í6ï�ïeí6ù éCïxéLE_�MöIç�îeæuô4ö

l
ù�í�]í6öIù�æuö�BÌô4ö

β
ôCöMëFO�G¤H%EîeèIæuï�E_�MöIç�îeæuô4öiç1é4ö��¦í0Egô��MöIù ñ é4öIùvæFE�æõî¡æ/ï¤æõöSüCí1ðeîeæ��Mëõí ñ é4öí6ï2îeæ�@;éDî�æõôCö�ô)E

β
ç1é4öU�¦ísù�ôCöMíc�Iï2æuö�B

l−1 � β̂ = l−1(H)
GåâéCç�ëuí1ô�ùa> ï í6ï2îeæ�@;éDî�ô4ð�é4öIùÔîeèMí±IéKð�é2�¦ô4ëuæ/ç í6ï2îeæ�@�éKîeôCðí1ëuæ�@xæuöIéKîeí

A
éKöIù

α
ù�æF�¦í6ðeí6öYîeë�O4�®bIð�ï2îÏîeèIíÃMèIéCï2í�æuïí1ëuæ�@xæuöIéKîeí6ù¹�Iï2æuö�B î�èMíÌç�ô4ö�y]��BCéKîeí}@�í�î�èMô�ù`G�Hnî�æuï�ô)��eüSæõô��Iï¥æuö§åâéCç�ëuí1ô�ùa> ï¥í6ï2îeæ�@;éDîeôCð ñ \�èIí1ð�íÌîeèMíÃE_�MöIç>î�æõôCö

R2 = <(X1.X
∗
2 )
æuï^�Iïeí6ùPG>TMôCð�îeèMíDIé4ð�é)�]ôCëõæ/çQí9ï7î�æF@;é2eîeôCð;îeèIí}@�ôSù��MëF�]ï;æuï=�Iï2í9ù ñ ����îvî�èMí}@�ô�ù��Më��Iïûç6éKö�¦í

�MöIùMí1ð�ï7î�ôYô�ù¥éCï�évç1ô4ö�y]��BYéDî�í;Mð�ôSù��Iç>î�� |X | =
√

X.X∗
G

Q ëuæõöIí6éKðsç1ô)@>�Mæõö]éDîeæuô4ö£ô2E¡î�èMí6ïeí;í1ëuíJ@�í1öYî�ï
R1

éKöIù
R2Mð�í6ïeí1ð�ü4í9ï�îeèMí8E�éCç>î�ô4ð�æF�9éDîeæuô4ö£ô2E

A ñ \�èMæ/ç�è æ/ï�îeèMí6ðeíJEgô4ð�íí1ëuæ�@xæuöIéKîeí6ùK� Oié�ð�éKîeæuô;ô2E�îeèIí6ïeísí1ëuíJ@�í1öYî�ïJGAÄ èMí1ö�ç�ô4ö�eïeæuù�í6ðeæuö�B�î�èMí�ëõæuöMí6é4ð�Mè]é4ïeí0@�ô�ù�í1ë ñ îeèMí�ïeé)@xí|ðeí�@;éKð1axéCïæuö�î�èMí�Mð�í1üSæuô)�IïAIé4ð�é)B4ð�é2MèvèIô4ë/ùMïJG
¨a<U:�×�:J-�Í�Ø;:�Ò.-¡Ò��

γ
Hqö�îeèMíFç1é4ïeí�ô2E�îeèIí;N��]é4ù�ð�éDî�æuç^MèIéCï2í�@�ô�ù�í6ë ñ î�èMí;Mð�ô)��eëuíJ@ æ/ï=@�ôCðeí¥ç�ô�@DMëõíJjÉ�¦í6ç6é2�Iïeíâï2ëuô)¦íâéKö]ùÃEgð�í�N��Mí6öIçMOéKð�í¡æõöYî�æF@;éDî�í1ë�Osëuæõö�aCí6ù`G�HqöIù�í6í6ù�é�ï2ëuô)¦íS@V�Mëõîeæ�Mëuæõí9ùC��OFéîeæ�@�í<æ/ï�éd]éKðeîeæ/çM�Më/éKð	Egð�í�N��Mí6öIçMO ñ ïeô�î�èMí#Mð�ô)�MëuíJ@�æ/ïP@�ô4ð�íîeô�íJj Iðeí9ïeï&ô)�Ið&í�N��IéDî�æõôCöxéCï&éIE_�Mö]ç>îeæuô4öxô2EHéI�MöMæuN��IíSEgðeíJe
N��Mí1ö]çMO

β̂ ñ í6ï2îeæ�@�éKîeí9ù�EgôCð�éCIéKðeîeæ/çM�Më/éKð¤î�æF@�í
t̂
G

t�Ò.-�Ó#<�G Î�:�Ò.-
W�\�ô=Iðeô��Mëõí�@;ï�éKð�æuïeí)�A\�èMæ/ç�èâç�ô�@V�MæuöIéDî�æõôCöiô2E#Ié4ð�é)@xíJeîeí6ð�ï�æõö H ç6éKöiëõí9é4ù�îeô�î�èMæ/ï[aSæõö]ùiô2E�ðeí6ëuéKîeæuô4ö ñ é4öIùièMô.\îeôFù�í1ð�æõüCí¡îeèMí[E_�MöIç>î�æõôCö

l(β)
Egðeô�@Ôéc]éKðeîeæ/çM�Më/éKð H G�W¡èMí

bIð�ï7î8N��Mí6ï2îeæuô4ö~æ/ïxùMæ�|vçM�Ië¢î;î�ôÌé4öIï�\�í6ð�GÃQ�ëõë¡î�èMíK]ôYïeïeæFe
�Mëuí�ð�éDî�æõôYï H \�æuëõë¦öMô4î�ëuí6é4ùxî�ôFé4övæõöSüCí1ðeîeæ��Mëõí

l
E_�MöIç�îeæuô4öPG

W¡èMí;ïeí6ç�ôCöIùfN��Ií6ï2îeæuô4ö£ëõôSô)a�ï�í6éCï2æuí1ð�GCH%E H ëõí9é4ùMï|î�ôié4öæuöYüCí1ðeîeæ��Mëuí;E_�MöIç�îeæuô4ö£ô2E
β ñ éKöÏé4öIéKë�OYîeæ/ç1éKë&íMj�Mð�í6ï�ïeæõôCö¥ô2E

l−1 æ/ï�öMô4î�é2�Iïeô4ë���î�í1ë�OQöMí9ç�í6ï�ï�éKð1O ñ éCï�æõî¤ç1é4öD�]íI@xô�ù�í6ëõí9ù
� OûéKö¥é)�Mð�ô)Mð�æuéKîeí0E_�MöIç>î�æõôCöPG
� GY¨4«�·�¸(sS·�o�luqCm

åâé4ö�Oâï2î��]ù�æõí9ï�ç�ô)@DIé4ðeæuö�BûîeèMí;ç�ë/é4ï�ïeæuç6éKë�Egðeí�N��Ií1öIçJO¥í6ïXeîeæ�@;éDî�æõôCöC@�í1îeèMô�ùMï<æõö�î�èMí�ëuæõöMí9éKð�Mè]é4ïeí�ç1é4ïeí¡èIé?ü4íd�¦í1í6öù�ôCöMí±v�x)xMy ñ ����î öMô4îgEgôCð£îeèMíN��Ié4ù�ð�éDî�æuçÃMèIéCï2í ç1éCï2í ñ
\�èMæ/ç�èQæ/ï-é4öMôKî�èMí1ð�@�ôKî�æõüDéDî�æõôCö;EgôCð&éI�Mð�ôCé4ùc¦í1ð�Egô4ð1@;éKöIç1íç�ô�@DIéKð�æuïeô4ö�G
HqövôCð�ù�í6ð�î�ôFé4ç�èIæõí6ü4í�é;Egðeí�N��Ií1öIçJOFí9ï7î�æF@;éDî�æõôCö ñ ]í9é2a;ù�íMeîeí9ç>î�æõôCö�æ/ï¥öMí6í6ù�í9ù ñ ����î�éCïiô)�Mð���Mð�¦ôCïeíÌæuï¥îeô�ç�ô�@Ce
Ié4ðeí¥î�èMí}Egð�í�N��Mí6öIçMO~í6ï2îeæ�@;éDî�ô4ð�ï ñ æõîU\�æuëõë^�¦í�é4ï�ï���@�í6ù
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� ö��r� �_���F�;�íî�ö
T&æ�B�G�~���ó�ô�@DIéKð�æuïeô4ö�ô2E-îeèMísé4ð�ç6ï2æuö ñ éKð�ç1ç1ôCï¤éKöIùié4ð�ç�î�éKö�í6ï2îeæ�@;éDîeôCð�ïæuö~é4ëõë¡íMj�¦í1ð�æF@�í6öCî�ïFîeèIéKîxî�èMí¥ç�ôCðeð�í6ç�îC@;é.j�æ�@V��@ �IæõöIïéKð�í�aSöMô.\�öPGdW¡èMíxï2í9ç�ô4ö]ùU@;é2jSæ�@V��@ �Mæuö ñ æFE�öIí1í6ùMí6ù ñ æuïï2îeæuëõë�ï����¦ôCïeí6ùU�Mö�aSöMô.\�ö�G

W¡èMí ó�ð�é2@�í1ð�eqø�éKô~ì�ô��MöIù v � yU��ó¤ø�ìS3UEgôCðiîeèMí ëuæuöMí6é4ð
MèIéCï2íw@�ô�ù�í1ë;æ/ïÌðeí�Mð�í6ïeí1öYîeí9ù¢� OÕé ùMé4ïeèMí6ù§ëõæuöMíEgôCð
N = 512

G Hnî¥æ/ïKB4æuü4í1öÀèMí1ð�íhy]�Iï2î¥éCï¥éKöÀæõöIùMæuç6éDîeæuô4ö
Egô4ðvî]\�ô ð�í6éCï2ôCöIïJG®T&æõð�ï7î ñ éKëuë�îeèIíL@�í�î�èMô�ùMï=Mð�í6ïeí1öYî�í6ùèMí6ðeíQùMôvöMôKî|èIé?ü4í�î�èMíFï�é2@�íxó¤ø�ì^�IîeèMíFü4ô�ç�ô�ù�í6ð�èIé4ï�éëuô.\�í6ð�ó¤ø�ì��¦í6ç6é2�Iïeíxæ¢î��Iïeí6ïc@�ô4ð�íFïeæ�B4öIé4ë�ï�é2@DMëuí6ïIEgôCðæõî�ï�í9ï7î�æF@;éDî�æõôCö°�Xî]\¤ôiç1ô4öIïeí6çJ��îeæuü4í;ú^T�W-ïFï2í�IéKð�éDî�í6ù}� O
H
ï�é2@DMëuí6ï�ç1ô4ð�ðeí9ïX¦ô4öIùQîeôFé�îeô4î�éKë]ô2E
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